MOVIMIENTO DIABATICO DE UN GAS EN
UN CONDUCTO GIRATORIO

By J. M. DE SENDAGORTA
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Resumen—Se presenta un estudio de las limitaciones aparentes del movimiento
unidimensional de un gas con adicién de calor o enfriamiento continuos en un
conducto giratorio. Como resultado del anilisis se obtienen distribuciones del
nimero de Mach que no se observan en movimientos estacionarios cuando las
fuerzas mésicas tienen un efecto despreciable. Después de analizarse el comporta-
miento de un gas ideal, se incluye el efecto del rozamiento en la aplicacion al
anilisis de la corriente interna en un rotor de helicéptero movido por elementos
propulsores de punta de pala.

1. INTRODUCCION

EL problema general del calentamiento o enfriamiento de un gas en
movimiento ha sido estudiado en diversas ocasiones durante los anos
pasados Ref. 1, 2 y 3. Es comunmente, conocido, por ejemplo, que la
aportacién de calor a una corriente tiene por efecto el que la velocidad
del gas en la zona de adicién evoluciona hacia la velocidad del sonido, y
el caso extremo en que ésta se alcanza, impone una limitacién al gasto
del gas a través de la cdmara de intercambio, o cdmara de combustion.
Esta limitacion constituye un problema fundamental en el desarrollo de
las mdquinas propulsoras, cuando éstas en razon de su aplicacién hayan
de ocupar un volumen minimo. Sin embargo, hasta ahora no conocemos
ningun estudio andlogo que permita prever qué fenomenos y qué limita-
ciones apareceran cuando la cdmara de intercambio de calor sea giratoria.
La razén del trabajo que se presenta, es en su primera parte, la de intro-
ducir una teoria simplificada del movimiento de un gas en un conducto
giratorio con enfriamiento o aportacién de calor continuos, con el fin
principal de poner de manifiesto que los efectos de adicién de calor pueden
ser considerablemente afectados por rotacién del conducto.

Surgen casos de aplicacién en algunos casos de turbinas de gas des-
critos en Ref. 4 y en los helicépteros propulsados a reaccién, en los cuales
el gas que alimenta los 6rganos propulsores en la punta de las palas, es
transmitido por conductos interiores a las mismas. En la segunda parte
de este trabajo, y como aplicacion de algunos resultados obtenidos, se
propone un método aproximado sencillo para el cdlculo del movimiento
interior del gas en una pala de helicoptero, teniéndose en cuenta los
efectos de la rotacion, rozamiento y transmisién de calor.
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2. NOTACION
= [(y — 1)/21M} + D

b = (y + 1) M¢'/2[s funcién del niimero de Mach.
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= seccién del conducto

= funcién del nimero de Mach y del pardmetro «

= entalpia especifica

— coeficiente de transmision interior del calor

coeficiente de transmision exterior del calor

— coeficiente global de transmisién del calor

= nimero de Mach

= R/+/(yr,T,,) nimero de Mach de la punta del conducto
referido a las condiciones de remanso en el eje de rotacién

= M, RX

== gastos por unidad de superficie en la seccion de la raiz

= presion estdtica

= cantidad de calor afiadido por unidad de masa y tiempo al
gas que atraviesa la seccién final

= cantidad de calor afiadido por unidad de gasto y longitud

= distancia de una seccion genérica al eje de rotacion

= radio de la seccidn final del conducto

= constante de la ecuacidn de estado

= perimetro interior del conducto

= temperatura local °K

= temperatura ambiente exterior

= temperatura total en el movimiento relativo

= temperatura total del gas en su entrada al conducto (eje de
rotacion)

= velocidad del gas en el conducto

=7r/R

= ¢,/c, relacién de calores especificos

= variable que determina el grado de avance del proceso de
calentamiento o enfriamiento

= ki/k relacién entre les coeficientes de transmision del calor
interior y global

= densidad del gas

= b3 (T,/T,,) variable adimensional de la temperatura total

= b3 (T/T,,) variable adimensional de la temperatura local

= pardmetro que caracteriza la relacién entre la adicion de calor
y la velocidad de giro del conducto
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3. HIPOTESIS Y ECUACIONES

Las hipotesis adoptadas para el planteamiento de las ecuaciones del
movimiento son las siguientes:

(a) El conducto es cilindrico, de seccion arbitraria y gira alrededor
de un eje geométrico que corta al conducto.

(b) La longitud del conducto es mucho mayor que cualquier longitud
caracteristica de su seccidn, lo cual justifica el que se desprecien las
aceleraciones transversales de Coriolis que darian lugar a un movimiento
secundario, y el que se considere el movimiento como unidimensional.

(c) El gas obedece a la ecuacion de estado de los gases perfectos.

(d) Se supone que el calor especifico medio del gas a presion constante
¢p es invariable.

Admitidas estas hipotesis, resultan las siguientes ecuaciones que ex-
presan las leyes de conservacién de masa e impulso. Continuidad:

pv = m = cte (1)
Impulso
do dp 4 2
maﬁ'd—r—Pw"—B(%PW) 2

que se han de completar con la ecuacion de estado
P = pR,T

v la ecuacion de energia. Si se eliminan la presién p y la densidad entre
estas tres ecuaciones resulta una ecuacion diferencial que describe la
variacién de la velocidad con la temperatura y distancia. Esta ecuacidn
en forma adimensional se puede escribir:

dL(y +1/b) 1 [1 dr yby? 95] B y 2R M @
deé r12dé, y—14|  y—1DMp* x
en donde ¢, 4, y b son las funciones del nimero de Mach definidas por:
=il y+1 4

e 2 = 2 _
b=14oMs  g=14T—my Lo i

¢y es una funcién del ratio de una seccién genérica, y estd definida por
y—1
$r=1+ —2 Mp? x?

Puesto que la ecuacion de la energia gobierna la variacién de la temperatura

total T del movimiento relativo, se ha creido conveniente utilizar esta

variable en la ecuacion (4), en lugar de la temperatura local. La tempera-

tura total T’ interviene en ecuacion (4) a través de la variable adimensional
T

r=ht=L

T

S0
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La ecuacion de la energia en ejes giratorios solidarios al rotor, se escribe:
T + 30? — $o? —ge = cpT_m (3)

donde ¢ representa el calor total afiadido al gas en movimiento por unidad
de masa y e es el grado de avance del proceso de adicién de calor. Si este
proceso consistiese en una reacciéon quimica, ¢ representaria el calor de
reaccion y e el grado de avance de la combustién, medido, por ejemplo,
por la fraccion de flujo de los productos quemados. Le ecuacion (5), en
forma adimensional se reduce a la siguiente

Tie= 02(95" + Die) (6)

4, MOVIMIENTO DE UN GAS IDEAL CON
ADICION DE CALOR

La ley de adicion de calor, es decir, la variacion de ¢, puede ser muy
diversa, y dependerd en cada caso del sistema fisico elegido para desarrollar
el proceso, que suponemos aqui extendido desde el centro del conducto,
considerado como punto inicial, hasta la seccién en que se trata de cal-
cular el estado del gas y que corresponde al estado final, en que se ha
completado la adicion de calor. Es decir la variable ¢ pasard desde el
valor O en el eje de giro del conducto al valor unidad en la seccién final.
De las diversas distribuciones de ¢ a lo largo del conducto entre ambos
valores, inicial y final, para el fin que se persigue en este trabajo, podemos
elegir la distribucién parabdlica

o=

que cumple las condiciones mencionadas, y permite, por otra parte, un
tratamiento analitico mucho mds sencillo. Introduciendo esta condicion
en la ecuacion de la energia ecuacion (6), se obtiene la siguiente dis-
tribucion de la temperatura total a lo largo del conducto

r = b1 + Ax?) 7)

en donde A 7—“;] Mg? + Dy

La distribucion del nimero de Mach, sobre la que particularmente
estamos aqui interesados, resultard de la ecuacion (4), en la que habra de
anularse el segundo miembro que expresa la influencia del rozamiento,
ya que consideramos un gas ideal. Por consiguiente, llevando ecuacién
(7) a la ecuacion resultante, se tendria:

dl(y +1)/b  yMg*(¢/¢) — A (8)
dx? 201+ Ax?)
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ecuacion en la que se pueden separar las variables, obteniéndose como
solucidén

1 4 Ax? — c# 9)
donde E=1— alM?
Y y
[(y + 1)/2]Mg* D — 1
PR 1 4 2«
y+1

Asi como en el sistema fisico podremos fijar la temperatura 7, no
sucederd lo mismo con el numero de Mach M, en la entrada (x = 0),
que depender4, en general, de las caracteristicas del sistema que suministre
el gas, de las condiciones de escape en la seccion final y del calor afiadido.
Sin embargo, para conocer lo que ocurre entre las secciones de entrada
y la final, se podrd fijar M, con lo que la constante de la ecuacién (9)
quedard determinada. Por consiguiente, la distribucion del nimero de
Mach a lo largo del conducto en funcién de la velocidad periférica de la
seccion final, de la adicién de calor por unidad de masa y de las condi-
ciones de entrada en el centro del conducto, viene dada por

G(M, =)

en donde G(M, o) = ¢ ¢3-1)[-2

El nimero de Mach en la seccién final estd determinado por:

G(M,, 2)
Gy~ A tn

El segundo miembro de esta ecuacién se mantendrd siempre positivo,
aun cuando haya enfriamiento y no exista rotacion, y el caso extremo en
que sea cero corresponderd a un enfriamiento hasta el cero absoluto. En
particular, si la velocidad de rotacidn es cero, la ecuacién anterior se
reduce a la ecuacion bien conocida del movimiento unidimensional de un
gas ideal con adicion de calor.

2 — byX(1 + Dye) (12)

La ecuacién (10) puede utilizarse para comparar estados finales, o bien
para calcular la distribucién de M a lo largo de un conducto indefinido
en rotacion, puesto que la relacion M,2/Die permanecerd constante a lo
largo del conducto.



348 J. M. DE SENDAGORTA
5. TIPOS DE MOVIMIENTO QUE SE PRESENTAN

El parimetro « 6 Mg?*/Dy expresan distintas combinaciones posibles
de adicién de calor, velocidad de rotacién y temperatura inicial. Ia
variacion de « de lugar a muy diversas formas de la funcién G(M, «)
y, por consiguiente, a variadas configuraciones de la distribucion de M,
las cuales trataremos de describir a continuacion mediante la discusién de
G(M, =). El plano de la familia de curvas G(M, «) de puede dividir en
los siguientes grupos de curvas, cuyas propiedades se analizan:

Grupo A

Este grupo se caracteriza por la condicién
y 4+ 1 Mg?

2 Dy

Ficilmente se comprueban las siguientes caracteristicas de las curvas
G(M, =) de este grupo (Fig. 1).

Estas curvas representan casos de calentamiento, y cubren una zona
que estd comprendida entre la curva « = -y, que corresponde al caso
en que la velocidad de rotacion es nula y el eje de abscisas sobre el que
se ha llevado M2, y que corresponde al caso

a = —on, 6  Mg*Dp = [2/(y + 1)]'-

Las curvas G(M, «) son crecientes con M? cuando M < 1 y decre-
cientes para M > 1. Presentan un mdximo para M = 1. En la banda
de velocidades supersonicas y para nimeros de Mach crecientes tienden
asintticamente a un valor que es funcion de «. Por otra parte, el segundo
miembro de la ecuacién (10) es positivo y mayor que la unidad v crece
linealmente con M,2, o bien con el cuadrado de la distancia al eje de
rotacion del conducto.

I

1= >0 0 o< —y

2 Dg

0’04:4:—1

G (Mot) o« =—Y no rotacion

F1G. 1. Curva tipica del grupo A

M2
{ {1, Il MR

De estos resultados se desprende que:

(a) Si la velocidad de entrada es subsonica, por ejemplo punto A. Fig. 1,
el nimero de Mach es creciente a lo largo del conducto, mientras que
si la velocidad de entrada es supersonica, por ejemplo punto B, el nimero
de Mach decrece a lo largo del conducto.
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(b) Para cada nimero de Mach de entrada M,, y temperatura total
T, v para cada relacion entre el calor afiadido y la velocidad angular
de rotaciéon dentro del margen establecido para caracterizar la zona que
se estudia, hay una velocidad mdxima de la punta del conducto (o una
distancia mdxima) compatible en régimen estacionario v continuo con
las condiciones de entrada fijadas. La velocidad del gas correspondiente
a este caso limite es precisamente la velocidad local del sonido.

Estos niimeros de Mach extremos M, vendrin dados para cada valor
del pardmetro o por la relacion

G(l’a) 'y*l ( 'y—*l o
. o B S (B Me2l1 -
G(M,,, =) T VR +,,71cx+y)

Por consiguiente, si la longitud del conducto excede de la mdxima que
corresponde a unas condiciones de entrada dadas, necesariamente se
efectuard un reajuste de dichas condiciones. Es decir, hay bloqueo de la
corriente para las primeras.

Curva « = 4+

Sobre ella se verifica la relacion Mg?/ Dy = 2/(y + 1). Constituye un
caso particular de calentamiento. La relacién (10) se presenta indeter-
minada para este valor de «. Es fécil aclarar la indeterminacién volviendo
a la ecuacién diferencial de partida cuya integracion conduce a una
solucién semejante a las del grupo 4. Se mantiene pues en este caso las
propiedades enunciadas para los comprendidos en el grupo A.

Curva o« = —y

Equivale a Mpr =0, es decir, no hay rotacion. El ndmero de
Damkéhler Dy puede tomar valores positivos o negativos, por consi-
guiente esta curva limita zonas de anfriamiento y calentamiento. La
ecuacion que da la variacién de M se reduce a la ecuacion (12). Los
resultados son bien conocidos. Si Dy es positivo, es decir, hay aportacidn
de calor a la corriente, se mantienen las conclusiones relativas a la zona
A. Por el contrario, si hay enfriamiento sucede, segin de deduce de la
ccuacion (12) que la velocidad de la corriente evolucionard apartindose
siempre de la del sonido y no habri bloqueo.

Grupo B
[std caracterizado por la condicion:
v + 1 Mg* "
0>——ro > —o0 o —y<a<0
2 s 4
Todos los casos de enfriamiento estin comprendidos en este grupo,
Fig. 2. La zona que cubre estd limitada por la curva « = —y, cuyas

caracteristicas se han expuesto y por la curva « = () que corresponde al
caso adiabdtico.
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Adlabdtico
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FicG. 2. Curva tipica del grupo B Enfriamento

La zona queda dividida en dos partes por la curva « = —(y — 1)/2.
La superior B, corresponde a o > —(y —1)/2 y la inferior B, a
a < —(y —1)/2. Las curvas G(M, «) de la zona B, son decrecientes con
M para M <1 y crecientes para M > 1; presentan un minimo para
M = 1. Para velocidades supersénicas y nimeros de Mach crecientes,
tienden asintéticamente a un valor positivo funciéon de «. Por el con-
trario, las curvas de la zona B, son crecientes con M para M <1 y
decrecientes para M > 1, presentando un mdximo para M =1, y
tendiendo asintéticamente para M — oo a un valor dado por la misma
funcién de « que en el caso de la zona B,. Para la zona B, el segundo
miembro de la ecuacién (10) es creciente linealmente con M,? (o con
el cuadrado de la distancia al eje de rotacion), mientras que para la zona
B, crece linealmente con M,2

De estos resultados se deduce que en cualquier caso de enfriamiento:

(a) Si la velocidad de entrada es subsonica, por ej. puntos A4, 6 4,
(Fig. 2) el nimero de Mach decrece a lo largo del conducto, mientras que
para velocidades de entrada superiores a la sénica, por ejemplo puntos
C, v C,, el nimero de Mach aumenta a lo largo del conducto.

(b) La velocidad de la corriente evoluciona siempre apartindose de la
del sonido. No hay pues posibilidad de bloqueo.

Sobre la curva « = —(y — 1)/2, que corresponde al caso en que el
enfriamiento y la rotacién estin combinados de manera que 4 =0, la
solucién general presenta una singularidad. Integrando la ecuacién
original se comprueba que en este caso se aplican igualmente las propie-
dades (a) y (b) correspondientes a toda la zona B.

Curva « =10

Corresponde al caso adiabdtico, en que la distribucién del nimero
de Mach viene dada por:

G(M, 0)

G(M,, 0)

G(M, 0) =

ér

é (13)

My + 1)/(y — 1)
La velocidad tiende a separarse de la del sonido a lo largo del conducto.




Movimiento diabdtico de un gas en un conducto giratorio 351

Grupo C
Estd caracterizado por la condicion
Mpg?
i 5 1
2Dx >1 (o] 0<a<
i .
[l
|/
G(Me) A I A '
. S
T %
G(M«) I |
!I'Kd
w1

M

kL S
[o. 2Dy

0 <at¢l
F1c. 3. Curva tipica del grupo C

Corresponde a casos de aportacion de calor. En este grupo (Fig. 3)
las curvas G(M, «) presentan un minimo para M =1 y en la banda
supersonica una asintota paralela al eje de ordenadas para M = (1/+/2)"~.
Para M = 1/+/« no tiene sentido real la funcion G(M, «), pero teniendo
en cuenta que es la relacion G(M, «)/G(M,, =) la que aparece en ecuacion
(10), serd igualmente util representar para el intervalo M > 1//«, la
funcion

PO ¢
G(M, x)e =

Las curvas G(M, x)e~*"? presentan una asintota paralela al eje de
ordenadas para M = 1/4/« y tienden también asintéticamente a un
valor funcion de « para M — 0.

De estas propiedades se desprenden las siguientes conclusiones para los
casos del grupo C.

(a) Cuando la velocidad de entrada es subsédnica (punto A4), M decrece
a lo largo del conducto.

(b) Para velocidades de entrada supersdnicas con M, << 1/+/« (punto
B), el nimero de Mach crece a lo largo del conducto sin llegar nunca a
alcanzar el valor limite 1/+/a.

(c) Si la velocidad de entrada es supersdnica, con My, > 1/+/«, el
nimero de Mach disminuye sin que se rebase el limite inferior 1/4/a.

Las conclusiones (b) y (c) tienen especial importancia pues segin
ellas se puede establecer un fendmeno semejante al de bloqueo para
numeros de Mach finales distintos de la unidad. Para pasar de un niimero
de Mach M > 1/4/x a otro M < 1/4/« seria necesaria la presencia de
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una superficie de discontinuidad de caracteristicas distintas de las de la
onda de choque adiabitica. Por otra parte, de las condiciones de compati-
bilidad dindmicas para una superficie de discontinuidad consistentes en
la existencia de los tres invariantes de masa, impulso y energia se deduce
la ecuacion de Prandtl que nos indica la imposibilidad de pasar de una
velocidad supersénica a otra supersonica a través de la superficie de
discontinuidad, por consiguiente, debe descartarse la posibilidad de que
tal onda se pueda establecer. Por el contrario, se comprueba ficilmente
que el paso de un punto de la rama B (supersénico) a otro de la rama 4
(subsodnico) se podria establecer a través de una onda de choque normal.

Curva o =1
Corresponde a la siguiente relacién entre la velocidad de rotacién y la
aportacion de calor:
Mpg® = 2Dy (14)
La funcién G(M, «) toma la forma G(M, «) = ¢/M? representada en la
Fig. 4.

G Curvaet =1

Paso continuo a través de M = -

Fic. 4

Cuando se verifica la relacién (14) entre la velocidad de rotacién y la
adicién de calor, parece matemdticamente que seria posible una transicién
continua de régimen supersénico a subsonico. Sin embargo, para
M~1ya=1—-8con0 <3 < 1 se obtiene la relacién

G(M,1 — 8) = y;—l (1 — M-+

que demuestra que una pequefia desviacién de o del valor 1 cambia el
valor de G de (y + 1)/2 a infinito. Parece pues que la solucién encontrada
segun la cual es posible un paso continuo a través de la velocidad sonica
no podra establecerse en un sistema fisico.

Grupo D
Estd caracterizado por la siguiente condicién

y+1>—y+1MR2

2 D—k>1 6 l<a<w
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Cubre una zona de calentamiento en que la funcion G(M, «), Fig. 5 se
anula para un nimero de Mach inferior a la unidad M = 1/4/«. Para
M > 1/+/« no tiene sentido real G(M, «) y por ello se representa la
funciéon G(M, «) e=*". Las curvas de este grupo presentan un minimo

| Grupe D

|

{ ‘({>1>"'IL1 MR >

~ . 2 Dk
G (M) o
A L o > 1
2
M —_— -
1]
l
G(M.x) |
o
s (¥
ind < t
e

|
|

Fi1c. 5

para M = 1, y andlogamente a los casos anteriores tienen una asintota
horizontal. El segundo miembro de la ecuacién (10) se mantiene positivo,
mayor que la unidad y es creciente linealmente con M,? (o cuadrado de
la distancia al eje de giro).

De estas propiedades de la curvas de este grupo se deducen las con-
clusiones siguientes:

(a) Cuando la velocidad de entrada es subsénica con M, < 1[4/«
(punto A), el nimero de Mach disminuye a lo largo del conducto.

(b) Por el contrario, si el nimero de Mach de entrada, siendo inferior
a la unidad, es superior a 1/ 4/« (punto B), M ird aumentando a lo largo
del conducto, acercidndose la velocidad hacia la del sonido.

(c) Para velocidades supersonicas (punto C) el nimero de Mach
disminuye, aproximindose a la unidad a lo largo del conducto.

Estas conclusiones, si bien son andlogas a las de la zona C' muestran
que no podra existir aqui el bloqueo para velocidades subsénicas como
alli se previa para las supersdnicas. Sin embargo, existe ahora un nimero
de Mach inferior a la unidad M = 1/4/« que limita la variacién de M
en el conducto, consistiendo el efecto en que M tiende siempre a apartarse
de este valor, si el movimiento estacionario se mantiene. Cuando el
nimero de Mach de entrada es M, = 1/ 4/, éste no experimenta variacion
en el proceso. Asi como para la distribucién de temperaturas totales existe
una equivalencia entre los efectos de rotacién y calentamiento ecuacién
(7), para la distribucién de nimeros de Mach, por el contrario, aparece
una equivalencia entre rotacion y enfriamiento. La rotacién equivalente
a un enfriamiento Dy < 0 seria

24y

Mﬁzemllv. = '}’_"'T-f k

(15)

23
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puesto que para una aportacion de calor positiva igual a —Dj, tanto
un enfriamiento D como una rotacién dada por (15) tendria por efecto
el que el nimero de Mach fuese constante a lo largo del conducto.

6. EFECTO DEL ROZAMIENTO EN
CORRIENTE DIABATICA

El rozamiento contribuird a la variacion del nimero de Mach, pro-
duciendo un efecto andlogo al de adicién de calor. Si se encontrase una
expresién analitica de dicha equivalencia, el problema de predecir el
numero de Mach final se reduciria al de la corriente diabética sin roza-
miento, resuelto en lo que precede bajo la hipdtesis particular de
distribucién parabdlica del grado de avance del proceso de adicién de
calor. La ecuacién (4) en que se incluye el rozamiento y adicién de calor,
se puede escribir en la forma

gdL[(y + 1)/6] _ [(v+ 1)2]Me*—Dx _ yM?Dy  fRM?
dx? T 21+ 4An) 20+4x) "D x
(16)
El efecto del rozamiento entre las condiciones de entrada y salida
seria pues equivalente al de adicién de calor debido al segundo término
del segundo miembro de esta ecuacién si se tomase un Di equivalente
tal que

1 1
Dy, [ M?dx? /R
—— | ——— =2 Ydx 7
2 JT+2= D) M 17
0 L]
Una primera aproximacién para calcular el D,, definido por esta
ecuacion consisteria en tomar

M? = My® + (M2 — My?)x (18)
con lo que de (17) resultaria:
fig M2+ Mg
D MgL(1 + A) — 2(M* — My?)[1 — (arctg +/A4)[v/ 4]
Con este Dy, ., o con otro mis aproximado por medio de una iteracién,
la ecuacién (16) se puede integrar en la misma forma que la ecuacién
(8), resultando como solucién
G(M,,d,)
G(Mm dl)
en donde G estd definido igualmente que en la ecuacién (10) por:

G(M, d)) = $&5 M

D,,=24

= (14 4 (19)

siendo ahora:

d :y-—l+2a1

! D“)
y+1

’ ul=a(1+—5:
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La ecuacién (19) iterada que resolveria el problema, admite una dis-
cusion andloga a la efectuada anteriormente cuando no se consideraba el
rozamiento. La primera aproximacién anterior, basada en la ecuacién
(18), debe ser particularmente correcta cuando el efecto de rozamiento,
caracterizado por el pardmetro fR/D y el valor medio de M?, sea pequeiio
con relacidn a los efectos de rotacién y calentamiento. Por afiadidura
puede suceder que este ultimo sea también pequefio con relacién al de
rotacién, o que por haber enfriamiento se compense su efecto con el de
rozamiento. En particular, esto ultimo ocurre en el caso de la corriente
interna del gas a través de las palas de un rotor de helicéptero propulsado
areaccion. En estos casos en que el efecto de la rotacion sea preponderante,
estard justificado emplear una aproximacién M? vs. x en los dos ultimos
términos de ecuacién (16) lo cual nos permitird obtener una solucién
analitica de dicha ecuacién. Una primera aproximacién de M2 vs. x
seria la que resulta en corriente adiabdtica, sin rozamiento,

950 ( Mz)(v—l)l(vﬂ) 1

¢ \M? Rz

¢ \My?
sin embargo, como primera aproximacién, ain resulta mds sencillo
emplear la forma lineal de la ecuacién (18), que sustituida en los dos
ultimos términos de ecuacién (16), da lugar a una ecuacién cuya inte-
gracién conduce a la siguiente:

— 4D — 2y A(M?) [% (1 2 ‘/‘4) 4 fiq]

WA ] D
= [”ﬂj’*’ - I]L(l + A)— yMﬂz[E-(%Ji) Dy + 4%‘?] (20)

en donde, utilizando la misma notacién que en la Ref. 7, se ha escrito
por brevedad
M? ]

D=L [¢(v+1mr—_n

La ecuacién (20) admite una solucién grifica anédloga a la que se
propone a continuacién para el caso de la corriente interna en las palas
de helicdptero.

7. APLICACION A LA CORRIENTE INTERNA A TRAVES
DE LAS PALAS DE UN ROTOR DE HELICOPTERO
PROPULSADO A REACCION

El andlisis de la corriente en este caso, fué primeramente propuesto
por la firma inglesa Percival Aircraft Ltd. a Kestin y Zaremba'®. Estos
autores después de deducir las ecuaciones que gobiernan el movimiento
en el caso unidimensional adiabdtico, analizaron el comportamiento de la
ecuacién diferencial no lineal resultante en el entorno de sus puntos
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singulares y obtuvieron soluciones asintéticas. Este mismo problema del
helicoptero ha sido también analizado por Henry® y Makofski'” que
lo han tratado en diversas formas. En la Ref. 7, después de agrupar con-
venientemente las numerosas variables se construyeron diagramas punto
a punto, mediante cdlculo numérico, para un conjunto de casos tipicos.

Aqui solamente haremos aplicacion de algunas de las consideraciones
precedentes para establecer un método ripido aproximado para el cdlculo
de la distribucion del nimero de Mach, comparindose finalmente los
resultados obtenidos con los procedentes del cilculo numérico de la
Ref. 7. Los procedimientos indicados por las ecuaciones (19) y (20) pueden
ser simplificados en este caso si se tiene en cuenta que la transmision de
calor ademds de ser muy pequefia, consistirdi normalmente en un en-
friamiento. Si el movimiento fuese adiabdtico Dy = 0, la ecuacion (20)
se reduce a la siguiente:

4D nyR AM =X L¢R - 47'fR (1)

Si hay un enfriamiento — Dy, aplicaremos la equivalencia formulada en
ecuacion (15) entre el enfriamiento y la rotacion, con lo que introducimos
una correcion sobre la ecuacion aproximada (21), para obtener el efecto
de dicho enfriamiento. Asi obtenemos la siguiente relacion

_7+1

R
(:f:;g 3 41,,1),,,,) 4y e
(22)
En especial cuando [(y — 1)/2)Mg* + [(v — D(/(y + 1)]$Dx sea pequeno
frente a la unidad se obtendra:
AD y+ 1/ Mg? 24y Dg
e T -
RID 7 W) 2 \fRID " Y T 1fRID
Para resolver ¢l problema por medio de la ecuacion (22) o la (20)
necesitaremos conocer ademds el nimero Dy que debe sustituirse en
ellas. Siendo Q el calor transmitido por unidad de longitud del conducto
y por unidad de gasto que pasa por una seccién genérica, si k es el co-
eficiente global de transmision referido a la superficie interior del conducto,
se tendri:

R
—AD + Z'y% A(M?) -

) M (23)

pi“FQ = kSi( Tﬂ Tpu) (24)

en donde F es la seccién del conducto, S; su perimetro interior, T la
temperatura ambiente y Tpa la temperatura adiabdtica de la pared que
suponemos igual a la temperatura de remanso en la seccién de referencia,
lo cual equivale a tomar un coeficiente de recuperacion igual a la unidad.
Por otra parte, si k, es el coeficiente local de transmision interior se
tendrd, tambic¢n:
p?'l"Q = kiSi(’l‘pl . Tpa)
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siendo T la temperatura de la pared interior. Se define un nuevo
coeficiente « = k/ki, que si se desprecia el calentamiento aerodinimico
que pudiera producirse en el movimiento de las palas se calculard mediante

1 Y INY

5 1,

ZhiSi
pr keSe + i

en donde
k, : es el coeficiente local de transmision exterior
Z : la resistencia térmica de la pared
S, : el perimetro exterior de la pala

Asi la ecuacion (24) se podré escribir

_Q—

Por la analogia de Reynolds se estab[ece que el numero de Stanton
ki/cppv es igual a un medio del coeficiente de rozamiento, con lo que la
ecuacion anterior se reduce a la siguiente

D, _f
70 =5 ~lla—T) (25)

El nimero de Dankéhler Dy que se ha utilizado para expresar la adicion
de calor se relaciona con Q de la siguiente manera:

1
- 0
Dy R f o ds
0

o teniendo en cuenta la ecuacién (25):

Kfp( Ta — Ts)

D=2} J (Tso Tso) &
Por otra parte suponiendo, que para el célculo de la distribucién de M,
sea aceptable la aproximacién parabdlica de e vs. x, llevando la ecuacion
de la energia ecuacién (7) al integrando de la ecuacion anterior se tendrd
finalmente:
fR Tao/Tso — 1 — [(y — 1)/6] Mg*
+ 2fR/D
en donde « ahora es un valor medio. Cuando Mg y R/D no tomen valores
que excedan considerablemente de los que normalmente se presentan, la
ecuacion (26) se aproximard mediante la siguiente:
o )
D = 205 ( 1 (27)
Si se introduce ésta en la ecuacion (23) se comprueba que AP/(fR/D)
depende solamente de Mz®/(fR/D), «, Ta/Ts y del nimero de Mach
de entrada. Este resultado que ha sido comprobado mediante el calculo
numérico en la Ref. 7, y que fué utilizado para la construccion de los

Dy =2— (26)
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diagramas que alli se presentan, parece aqui que solamente serd vilido
cuando se pueda suponer que por ser 4 = [(y — 1)/2]Mg?® + D € 1
resulte L(1 4+ A) ~ A.

Determinacidn grdfica de primeras aproximaciones

Cuando se adopta las ecuaciones (20) 6 (22) para obtener primeras
aproximaciones, dichas ecuaciones admiten una solucién gréifica sencilla
sobre los Diagramas I y II, que se describen a continuacién.

Diagrama 1. En éste se representa para y = 1-4 la familia de curvas

~% + e Lér
y—1
en funcion de M? y para distintos valores de Mg® Una vez estimados
« y f, vy fijadas las condiciones de entrada Ty y M,, se procede en la
siguiente forma:
Sobre la curva del diagrama correspondiente a

w?R? 2

Mpp?=Mp? 4+ Mp 2= ——— + ——
R,E r® 4+ MR,e ngTn+'y+l%Dk

se fija el punto 4 sobre la abscisa de M,%. Sobre la misma abscisa se
determina A,, por debajo de 4 de forma que

— R
AA, = 4')/% M,?
Finalmente, por el punte 4, se traza una recta de coeficiente angular

—tg 0 = —ny—D-R

El punto de interseccién de esta recta con la curva Mg® = 0 nos pro-
porciona sobre el eje de abscisas el cuadrado del nimero de Mach en la
seccién final M.

F1G. 6. Empleo del diagrama I
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Diagrama II. Cuando la diferencia ¢, — ¢s es negativa y el nimero
de Mach de entrada es préximo a la unidad, la solucién sobre el Diagrama
I viene mal determinada. Para resolver estos casos se ha construido el
Diagrama II en el que se representan la familia de curvas

1
il 5= r+1 Lér
y—1
en funcién de M? y para distintos valores de Mg® Dado un nimero
de Mach M; final se procede de la siguiente manera para obtener el de
entrada M,, Fig. 7:

F1c. 7. Empleo del diagrama II

Sobre la curva Mg, g? se fija el punto 4 correspondiente al nimero de
Mach final M;? ; sobre A se situa 4, de forma que

A4, = 4«#%3 Mp

y por A, se traza una recta de coeficiente angular tg 8 = 2y(fR/D). Su
punto de interseccién con la curva Mg? = 0 proporciona sobre el eje
de abscisas el cuadrado del niimero de Mach de entrada M,.

Sobre el Diagrama II se pueden también determinar les nimeros de
Mach de entrada M, aproximados que para cada velocidad de rotacién,
produzcan una velocidad final igual a la del sonido. Para ello a partir
del punto P, an el que M = 1 y que est4 situado sobre una curva genérica
Mg, g2, se traza la recta NP de coeficiente angular —tg 0, situindose asi
el punto N sobre al eje de ordenadas. La recta NQ simétrica de NP
respecto a la ordenada de N, corta a la curva Mz? = 0 en el punto O,
que corresponde al estado inicial que para una velocidad de giro equiva-
lente Mg, g? produce un niimero de Mach My = 1 en la seccién final.
El punto P,, para el cual Q = 0 = F estd situado sobre una curva Mg, g*
= Mpg,g2crit. Para valores de Mg g? superiores a él no se alcanza la
velocidad del sonido. Para valores menores, la corriente puede estar en
condiciones de bloqueo pues no podr4 pasar por el conducto, en régimen
estacionario y continuo, un gasto superior al que corresponde al niimero
de Mach M, que produce el estado final P.
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Resultados del método grdfico

En las Figs. 9, 10, 11 y 12 se muestran las curvas obtenidas con el método
grafico propuesto, para un caso adiabdtico figuras @, y para un caso de
enfriamiento figuras b. Sobre las mismas se han situado algunos puntos
tomados de distintos diagramas de la Ref. 7. Aunque, con el fin de com-
parar resultados en estas figuras aparezcan determinados los incrementes
AD|(fR[D), el método grifico suministra directamente el nimero de
Mach M; aproximado en funcién de M,.

En las figuras se puede observar que los resultados del método grafico
son satisfactorios en toda la banda de valores de Mz* que ofrece interés
para el célculo de actuaciones de un rotor de helicéptero. En el caso

20

$o- %
tR/D

Método grafico

| . NACA
zo!l- 120
60 M, =08 -
RID 'R/D
8 s
M‘ 10

5'_ / +5

/ FIG 0@ FIG Na
—

Movimiento del gas conducido por el interior de una pala de
helicoptero. Caso adiabatico

=]
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20}
¢ Mn =0.2
tR/D
15+
10 -
o,
shoo
o
0
0 05 10 M2 —s 0 05 10 M2
R R
bk = 0.45
— Metodo grdfico
. NACA

i

FIG.11b

0 5 10
¢ M

Movimiento del gas conducido por el interior de una pala de
helicoptero. Enfriamiento por el aire ambiente

calculado de enfriamiento no se produce una desviacién sustancial de los
resultados respecto al caso adiabitico, segin se puede comprobar al
comparar las figuras @ y b. En los casos en que el efecto del rozamiento
o enfriamiento sean mds importantes habrd de recurrirse a una segunda
aproximacion en la forma que hemos apuntado anteriormente. Se con-
seguird una mejor distribucion de temperaturas de remanso a partir de la
primera distribucion obtenida para el nimero de Mach por medio de la
analogia de Reynolds. Finalmente, para que el problema quede fijado,
seria necesario retornar a las primeras ecuaciones, para determinar la
variacion de la presién.
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8. CONCLUSIONES

Con el fin de poner de manifiesto la influencia que las fuerzas mdsicas
pueden tener sobre los efectos de adicion de calor, se ha analizado la
corriente de un gas con una distribucién determinada de aportacién de
calor o enfriamiento a lo largo de un conducto giratorio. En este andlisis
se han llegado a establecer diversos esquemas de los tipos de movimiento
que se pueden establecer, habiéndose previsto distribuciones del nimero
de Mach que no se presentan en corrientes estacionarias cuando las
fuerzas midsicas no tienen efecto apreciable. Entre estos efectos cabe
destacar el bloqueo de una corriente supersénica para velocidades finales
distintas de la del sonido.

Para la distribucién del nimero de Mach existe cierta analogia entre
los efectos de rotacion y enfriamiento, habiéndose formulado ecuacién (15) la
relacion que debe existir entre la velocidad de rotacion y la adicion de calor
para la que el nimero de Mach permanece constante a lo largo del conducto.

Analiticamente se llega también a la conclusion de que para una deter-
minada combinacién entre el calor aportado y la velocidad de rotacién
se puede pasar de una forma continua a través de la velocidad del sonido,
desde un estado supersénico a otro subsénico, sin embarge no parece
que esta solucién pueda establecerse fisicamente.

La significacién fisica de las soluciones encontradas dependeréd de la
estabilidad de éstas y ello estard relacionado con las condiciones limites
(suministro del gas y condiciones de escape) de un sistema fisico
concreto.

Se ha estudiado el efecto adicional del rozamiento, principalmente en
relacién con el problema de la corriente interna a través de las palas de un
rotor de heliciptero con elementos propulsores de punta de pala,
habiéndose establecido un procedimiento grifico aproximado para el
cdlculo de la distribuciéon del nimero de Mach y teniéndose en cuenta
para ello los efectos de rotacién, rozamiento y transmision de calor. La
comparacién de algunos resultados obtenidos mediante cdlculo numérico
de las ecuaciones completas con los obtenidos mediante el método pro-
puesto, muestran que éste proporciona soluciones satisfactorias en la
banda de velocidades de rotacion que pueden tener interés para la previsién
de las actuaciones de un rotor de helicéptero. Con el método gréfico se
puede tembién estimar la velocidad de rotacién critica que tiene la pro-
piedad de que para velocidades de rotacién superiores a ella, no hay
bloqueo para las condiciones de entrada de la corriente.

El autor quiere expresar su agradecimiento al Dr. George Rudinger,
Principal Physicist del Cornell Aeronautical Laboratory, por la valiosisima
discusién prestada y por sus comentarios a este trabajo. También desea
expresar su reconocimiento al Ing. Don Jaime de Los Casares del
I.N.T.A. por sus comentarios y sugerencias.
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